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#3 フーリエ級数を複素形式にする	
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復習１：フーリエ級数	
2 

任意の関数は，三角関数の級数で 
表すことができる	

Fourier (1768–1830) 

フーリエ級数展開は，性質の不明な関数を，性質の
明らかな三角関数の重ね合わせで表す方法である．	
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復習２：フーリエ余弦級数展開	
3 
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f (x)	

で偶関数に拡張	

で周期関数に拡張	

フーリエ余弦展開	

復習３：フーリエ正弦級数展開	
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f (x)	

で奇関数に拡張	

で周期関数に拡張	

フーリエ正弦展開	
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Outline	
5 

l  複素フーリエ級数展開 
l  スペクトル 
l  複素フーリエ級数の微分積分 
l  宿題 

オイラーの公式	

オイラーの公式	
6 

レオンハルト・オイラー（Leonhard Euler） 
（1707-1783 ）	

の両辺に　　　　　　　　　　を掛けると，証明のできあがり！	

を微分すると，	

であるから，f (x) は定数関数であり， f (x) = f (0) が成り立つ．	
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ド・モアブルの公式	

ド・モアブルの公式	
7 

オイラーの公式	

アブラーム・ド・モアブル（Abraham de Moivre） 
（1667-1754）	

複素フーリエ級数	
8 

任意の関数は，三角関数の級数で表すことができる．	

ド・モアブルの公式	

c0	 cn	 c-n	

複素フーリエ級数	
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実フーリエ係数と複素フーリエ係数	
9 

実フーリエ係数と複素フーリエ係数の関係は 
この通りだが，複素フーリエ係数を求めるのに， 
わざわざ実フーリエ係数を求める必要はない． 

複素フーリエ級数	

複素フーリエ係数	

複素フーリエ係数	
10 

では，自力で導出してみましょう！	

複素フーリエ係数	

使うのは，次の２式と直交性．	

複素フーリエ級数	 オイラーの公式	
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複素フーリエ係数の導出	
11 

指数関数系の直交性	
12 

指数関数系　　　　　　　　　　　　　　　　　　は　 
　　　　　　　　　上の複素直交関数系をなす． 
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複素フーリエ係数の導出	
13 

複素フーリエ係数	

複素フーリエ級数	

複素フーリエ級数	
14 

周期 2π の周期関数 f(x) の複素フーリエ級数展開	

複素フーリエ係数	

複素フーリエ級数の収束を実フーリエ級数の収束と一致させるため，
和の上限と下限を一致させなければならない．	
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一般の周期関数のフーリエ級数展開	
15 

周期 2L の周期関数 f(x) の複素フーリエ級数展開	

複素フーリエ係数	

周期 2π から周期 2L への変換	

Outline	
16 

l  複素フーリエ級数展開 
l  スペクトル 
l  複素フーリエ級数の微分積分 
l  宿題 
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スペクトル	
17 

太陽光	 虹	

プリズム 
（分光器）	

周波数（色）の異なる光は屈折率が異なるので分光器で分解される．	

分解された光の分布がスペクトル cn であり， 
n 番目の光の強度は |cn| に比例する．	

実関数の複素フーリエ係数	
18 

関数 f (x) が実数のとき，c-n は cn の複素共役である．	

とすると 

実関数の複素フーリエ係数は cn だけ計算すればよい．	
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鋸歯状波のスペクトル(1)	 19 

x	

f (x)	

2T	T	0	-T	

a	

=1	 =1	

鋸歯状波のスペクトル(2)	 20 

x	

f (x)	

2T	T	0	-T	

a	

-‐10	   -‐8	   -‐6	   -‐4	   -‐2	   0	   2	   4	   6	   8	   10	  

鋸歯状波は様々な 
周波数成分から 
構成されている．	
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正弦波のスペクトル(1)	 21 

x	0	
π	

-π	

1	

-1	

sin2x 同士の積の積分は 0 にならない．	

正弦波のスペクトル(2)	 22 

x	0	
π	

-π	

1	

-1	
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正弦波のスペクトル(3)	 23 
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x	0	
π	

-π	

1	

-1	

正弦波は単一の 
周波数成分のみから 
構成されている．	

Outline	
24 

l  複素フーリエ級数展開 
l  スペクトル 
l  複素フーリエ級数の微分積分 
l  宿題 



Copyright © 2012-2015 Manabu Kano. 
 All rights reserved. 13 

京都⼤大学⼯工学部物理理⼯工学科�
⼯工業数学F2（フーリエ解析）�

複素フーリエ級数の微分	
25 

複素フーリエ級数	

微分　（項別微分可能な場合）	

複素フーリエ級数の微分は， 
複素フーリエ係数に in を掛けるだけ！	

cn	

複素フーリエ級数の積分	
26 

複素フーリエ級数	

積分　（項別積分可能な場合）	

c0	 cn	
複素フーリエ級数の不定積分は， 
複素フーリエ係数を in で割るだけ！	
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導関数と不定積分の複素フーリエ級数	
27 

複素フーリエ級数	

cn	 c0	 cn	

in を掛けるだけ！	 in で割るだけ！	

導関数の複素フーリエ級数	 不定積分の複素フーリエ級数	

Outline	
28 

l  複素フーリエ級数展開 
l  スペクトル 
l  複素フーリエ級数の微分積分 
l  宿題 
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宿題	
29 

1.  右図の矩形波のスペクトルを求めよ． 
（ cn を計算して，| cn | のグラフを描く ） 

x	

f (x)	

2L	L	0	-L	

a	

3L	

フーリエ級数展開	

ヒント：以前の結果より	

　　　n が奇数のときだけ･･･	


